数学竞赛讲义---立体几何
第二讲  立体几何
	在竞赛中立体几何试题一般以填空题形式出现，大多以多面体或球为背景，主要考查空间想象能力，试题具有一定的综合性. 
一、几个重要结论
1.三垂线定理及其逆定理
定理：平面内的一条直线，如果和这个平面的一条斜线的射影垂直，那么它也和这条斜线垂直．
逆定理：平面内的一条直线，如果和这个平面的一条斜线垂直，那么它也和这条斜线的射影垂直．
例1在正三棱柱ABC-A1B1C1中,已知AB1⊥BC1.
求证：BC1⊥CA1.

	2．如果一个角所在平面外一点到角的两边距离相等，那么这一点在平面内的射影在这个角的平分线所在直线上．P
A
C
B
O
E
F


注：如果一个角所在平面外一点与角的顶点的连线，与角的两边所成角相等，那么这一点在平面内的射影在这个角的平分线所在直线上．
	3. cosα=cosθ1cosθ2
例2已知异面直线a,b所成的角为60°，A为空间任意一点，则过A与a,b都成45°的平面
A. 有且只有一个		B. 有且只有两个
C. 有且只有三个		D. 有且只有四个

4. 过点P作平面的垂线，则确定垂足位置的方法有：
（1）若过点P的平面与平面相交，则垂足在交线上；
（2）如果一个角所在平面外一点到角的两边距离相等，那么这一点在平面内的射影在这个角的平分线所在直线上．
注：如果一个角所在平面外一点与角的顶点的连线，与角的两边所成角相等，那么这一点在平面内的射影在这个角的平分线所在直线上．
（3）在三棱锥P-ABC中，顶点P在底面上的射影为O．
①若三条侧棱相等，则O为△ABC的外心；
②若三条斜高相等，则O为△ABC的内心；
③若三条侧棱两两垂直，则O为△ABC的垂心．
	二、空间中的角
	线线角，线面角与二面角.


[image: ]例3四棱锥S-ABCD中,底面ABCD为平行四边形,侧面SBC⊥底面ABCD．已知∠ABC=45º，AB=2，BC=，SA=SB．则直线SD与平面SAB所成角的大小为        ．










[image: ]例4如图，在正四棱锥P−ABCD中，∠APC=60°，则二面角A−PB−C的平面角的余弦值为        .









[image: ]例5在三棱锥S—ABC中，△ABC是边长为4的正三角形，平面SAC⊥平面ABC，SA=SC=2[image: ]，M、N分别为AB、SB的中点，则二面角N—CM—B的大小为        .









[image: ]例6在正三棱柱ABC-A1B1C1中，AA1=2AB，D为CC1的中点，则平面A1BD与平面ABC所成锐二面角的大小为      .








三、空间中的距离
异面直线之间的距离、直线与平面之间的距离与两个平行平面之间的距离.
1. 异面直线之间的距离：公垂线段的长度.
例7正方体ABCD-A1B1C1D1的棱长为1，则
（1）异面直线A1C1与B D1的距离是_________；（2）异面直线A1C1与B C1的距离是________．
[image: ][image: ]








例8正四棱锥P-ABCD中，侧面是边长为1的正三角形，M,N分别是边AB,BC的中点，则异面直线MN与PC之间的距离是________．
[bookmark: _GoBack][image: ]例9已知ABCD是边长为4的正方形，E、F分别是AB、AD的中点，GC垂直于ABCD所在的平面，且GC＝2．则点B到平面EFG的距离为          ．





	四、空间想像能力
空间想像能力就是能根据条件作出正确的图形，根据图形想象出直观形象；能正确地分析出图形中基本元素及其相互关系；能对图形进行分解、组合；会运用图形与图表等手段形象地揭示问题的本质.
例10如图所示，在正方体ABCD-A1B1C1D1中，点E是边BC的中点. 动点P在直线BD1（除B,D1两点）上运动的过程中，平面DEP可能经过的该正方体的顶点是         . (写出满足条件的所有顶点)
[image: ]	





例11如果空间3条直线a,b,c两两成异面直线，那么与a,b,c都相交的直线有
A.0条						B. 1条				
C. 多于1的有限条			D. 无穷多条




	例12已知正三棱锥的底面边长为1，高为，则其内切球的半径为       .


例13一个球与正四面体的六条棱都相切，若正四面体的棱长为a，则这个球的体积是       .



例14半径为R的球内部装有4个半径相等的小球，则小球半径r的最大值是          .





例15已知正方体ABCD-A1B1C1D1，记过点与三条直线AB,AD,AA1所成角都相等的直线条数为m, 过点与三个平面AB1,AC,AD1所成角都相等的直线的条数为n，则的值分别为        .




例16在四面体ABCD中， 设AB=1，CD=，直线AB与CD的距离为2，夹角为，则四面体ABCD的体积等于              .






例17已知四面体ABCD的顶点都在半径为2的球面上，且AB=CD=2，则四面体ABCD体积的最大值是        .



[image: ]例18顶点为P的圆锥的轴截面是等腰直角三角形，A是底面圆周上的点，B是底面圆内的点，O为底面圆圆心，AB⊥OB，垂足为B，OH⊥PB，垂足为H，且PA=4，C为PA的中点，则当三棱锥O－HPC的体积最大时，OB的长为           .
  






例19ABCD-A1B1C1D1为正方体.任作平面α与对角线AC1垂直，使得α与正方体的每个面都有公共点，记这样得到的截面多边形的面积为S，周长为l.则								（   ）
A．S为定值，l不为定值           B．S不为定值，l为定值
C．S与l均为定值                 D．S与l均不为定值



例20长为5，宽为4，高为3的长方体密闭容器内有一个半径为1的小球，小球可在容器内任意运动，则容器内小球不能到达的空间的体积为             .





例21一个半径为1的小球在一个内壁棱长为的正四面体容器内可向各个方向自由运动，则该小球永远不可能接触到的容器内壁的面积是　    .  
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