数学竞赛讲义--组合数学

第一讲  抽屉原理、容斥原理与极端原理
一、抽屉原理
1. 抽屉原理的四种形式

抽屉原理1：如果把n+k(k≥1)个元素放入n个抽屉，则至少有一个抽屉中含有两个或两个以上的元素.
抽屉原理2：如果把mn+k(k≥1)个元素放入n个抽屉，则至少有一个抽屉中至少含有m+1个以上的元素.
抽屉原理3：如果把无数多个元素放入有限个抽屉，则至少有一个抽屉中含有无数个元素.

2.抽屉原理的解题思想

（1）判定所要解决的问题是存在性问题还是分类性问题(存在性问题多采用反证法).

（2）分清题设条件，即分清什么是元素，什么是抽屉；

（3）构造抽屉；


（4）运用抽屉原理解决问题.

3.典型问题解析

（1）直接构造抽屉

例1圆周率的前24位数字为3.14159265358979323846264，记a1,a2, a3,…, a23, a24为该24个数字的任一排列，求证：乘积(a1-a2)(a3-a4)…( a21-a22)(a23-a24)一定为偶数.
例2已知每个乒乓球盒最多可装6只乒乓球，若从中任取22盒，求证：其中至少有4盒放的乒乓球个数相同.
（2）分组构造抽屉

例3从正整数1,2,3，…，200中，任意取出101个数，求证：一定存在2个数，其中一个是另一个的整数倍.
例4把1到10的正整数摆成一个圆圈，求证：一定存在三个相邻的数，它们的和不小于17.
（3）分割图形构造抽屉
例5在边长为1的正方形中，任意放入9个点，求证：在以这些点为顶点的三角形中，至少有一个三角形的面积不超过0.125.
例6在直径等于5的圆内，任意放入10个点，求证：存在2个点，它们的距离小于2.
（4）按剩余类构造抽屉
例7任意取出5个整数，必有3个数的和是3的倍数.
例8设a,b,c,d是任意的4个正整数，求证：6个数b-a, c-a,d-a, c-b, d-b, d-c的乘积一定可以被12整除.
二、容斥原理
在有限集合中：

容斥原理1：|A∪B|=|A|+|B|-|A∩B|.
容斥原理2：|A∪B∪C|=|A|+|B|+|C|-|A∩B|-|A∩B|-|A∩C|-|B∩C|+|A∩B∩C|.
容斥原理3：
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例1分母是1001的最简真分数有多少个？
例2(伯努利-欧拉装错信封问题)某人写了n封信及n个写了相应收信人地址信息的信封，现把所有的信一一装到信封中，求所有的信都装错信封的装法总数.
例3设S={1,2,3,…,280}，求最小正整数n，使得S的每个有n个元素的子集含有5个两两互素的数.

三、极端原理


1.最小数原理（1）：在有限个实数组成的集合中，一定存在最小的数.
最小数原理（2）：若M是自然数集N的有限子集，则在M中一定存在最小的数.
2.最短长度原理（1）任意给定不同的两点，则在所有连接着两点的线段中，以直线段的长度最短.
最短长度原理（2）在连接任意给定的一点与一条直线(或一个平面)的点的所有线段中，以垂线段的长度最短.
例1在2×n方格表的每一个1×1小方格中写上一个正实数，使得每列中两数和等于1.证明：可以从每列中删去一个数，使得每行中剩下的各数之和都不超过
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例2给定平面上的点集M，若M中的每个点都是M中的某两个点连线段的中点，求证：点集M一定是无限集.
例3圆周上任取21个点，证明：以这些点为端点的所有弧中，不超过120º的弧不少于100条.
第二讲  染色问题与染色方法
一、小方格染色问题

例1 如图(a),3行7列小方格每一个染上红色或蓝色.试证:存在一个矩形,它的四个角上的小方格颜色相同.
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例2证明:用15块大小是4×1的矩形瓷砖和1块大小是2×2的矩形瓷砖，不能恰好铺盖8×8矩形的地面.

例3如图（1）是4个1×1的正方形组成的“L”形，用若干个这种“L”形硬纸片无重迭拼成一个m×n(长为m个单位，宽为n个单位)的矩形如图（2）.试证明mn必是8的倍数.


二、线段染色

例4空间六点，任三点不共线，任四点不共面，成对地连接它们得十五条线段，用红色或蓝色染这些线段（一条线段只染一种颜色）.求证:无论怎样染,总存在同色三角形.

例5有17位科学家,其中每一个人和其他所有人的人通信,他们的通信中只讨论三个题目.求证:至少有三个科学家相互之间讨论同一个题目.

三、点染色.
例6（首届全国中学生数学冬令营试题）能否把1，1，2，2，3，3，…，1986，1986这些数排成一行，使得两个1之间夹着一个数，两个2之间夹着两个数，…，两个1986之间夹着一千九百八十六个数？请证明你的结论.

例7对平面上一个点，任意染上红、蓝、黑三种颜色中的一种.证明:平面内存在端点同色的单位线段.

例8有九名数学家，每人至多会讲三种语言，每三名中至少有2名能通话，那么其中必有3名能用同一种语言通话.
例9(首届全国数学冬令营试题)用任意方式给平面上的每一个点染上黑色或白色.求证：一定存在一个边长为1或
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的正三角形，它三个顶点是同色的.

第三讲 图论

一、图的基本概念
1.图

通常用平面上的点v1,v2,...,vn表示事物，称这些点为顶点；用两点之间的连线表示两事物之间的关系，叫做边；由若干个不同的顶点与连接其中某些顶点的线段(称为边)所组成的图形称为图. 通常用G表示图,V表示所有顶点的集合, E表示所有边的集合, 并且记成G(V,E). 图G中顶点的个数|V|称为图G的阶.当|V|和|E|都是有限的, 称为有限图，否则称为无限图.
注：在图中，只考虑顶点的相对位置，而边的曲直、长短一般不考虑.


2.同构的图


如果两个图G与G/的顶点之间可以建立一一对应关系，并且当且仅当G的顶点vi与vj之间有k条边相连时，G/的相应顶点vi/与vj/之间也有k条边相连，就认为G与G/是相同的，称G与G/是同构的图.

3.相邻点与相邻边
若一个图中某两点之间连了一条边, 则称这两点是相邻的, 否则就是不相邻的，不与任何边关联的点称为孤立点；某两边之间关连了一个点, 则称这两边是相邻的, 否则就是不相邻的；只关连了一个点的边,称为环；在两点之间关联的多条边，称为平行边(也叫重边).
4.简单图与完全图

任一条边的两个顶点不同，且两点之间最多有一条边，这样的图称为简单图(即不含环与平行边的图).如果一个简单图的全部顶点中任何两点间恰好连有一条边, 那么, 称该图为完全图, 记为Kn.
定理1  2色完全图K6中, 至少有2个同色三角形.
定理2  3色完全图K17中至少有3个同色三角形.

二、典型例题选讲

例1有12k个人参加会议，每人都恰好与3k+6人握过手，并且对其中任意两人，与这两个人都握过手的人数皆相同.问有多少人参加会议？

例2将平面上每一个点都以红、蓝两色之一染色，证明：存在这样两个相似三角形，它们相似比为2011，而且每个三角形的三个顶点同色.
例3(1983年第24届IMO试题)设△ABC为正三角形，E为△ABC三边上点组成的集合.对每一个将E分成两个非空不相交子集的划分.问：两个子集中是否存在一个子集包含一个直角三角形的三个顶点？给出证明.
例4(1992年第33届IMO)给定空间中的9个点，其中任意4点都不共面，在每一对点之间可连一条线段，这些线段可染为红色或蓝色，也可不染色，试求出最小的n值，只要恰好有n条线段被染色，在这n条线段的集合中都必然包含有一个同色三角形.
第四讲 覆盖

一、覆盖

定义1：设G和F是两个平面图形．如果F(G,或者图形F或由图形F经过有限次的平移、旋转、对称等变换后得到的大小形状不变的图形F′上的每一点都在图形G上，我们就说图形G覆盖图形F．反之，如果F( G或者图形F或F′上至少存在一点不在G上，我们就说图形G不能覆盖图形F．
注：如果图形G覆盖图形F，则称F可以嵌入G中．

定义2：设F1,F2,…,Fn是一组图形，若G(F1∪F2∪…∪Fn，或者F1,F2,…,Fn经过有限次平移、旋转、对称等变换后分别得到的大小形状不变的图形F1′,F2′,…,Fn′，且G(F1′∪F2′∪…∪Fn′，则称F1,F2,…,Fn可以覆盖图形G．
二、性质
１．图形G覆盖自身；

２．图形G覆盖图形E，图形E覆盖图形F，则图形G覆盖图形F．

3. 若F1,F2,…,Fn均可以覆盖图形G，则F1∩F2∩…∩Fn也可以覆盖图形G．
4. 图形G，F的面积分别记为SG，SF，若G可以覆盖图形F，则SF≤SG；若SF>SG，则G不能覆盖图形F．
5. 图形G，F的直径分别记为dG，dF，若G可以覆盖图形F，则dF≤dG；若dF>dG，则G不能覆盖图形F．
例１ 求证：
（１）周长为2的平行四边形能够被半径为0.5的圆面所覆盖．

（２）桌面上放有一丝线做成的线圈，它的周长是2，不管线圈形状如何，都可以被个半径为0.5的圆纸片所覆盖．

例２△ABC的最大边长是a，则这个三角形可被一半径为
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的圆所覆盖．

例３△ABC的的最大边BC等于a，试求出覆盖△ABC的最小圆．

例4求证：两个直径小于1的圆不能覆盖一个直径为1的圆.

例5给定一个半径为１的圆，若用半径为0.5的圆去覆盖它，问至少要几个才能盖住．

例6平面上有25 个点, 任意三点中都有两个点的距离小于1 .求证:用一个半径为1的圆纸片至少可以盖住其中的13个点.

例7已知△ABC 的三边长a 、b 、c 满足a2 +b2 +c2 ≤6 .求证：△ABC可以被一个单位圆覆盖.

例8在一个半径等于18的圆中已嵌入16个半径为3的圆.证明在余下的部分中还能嵌入9个半径为1的圆.
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