中国奥赛网2016冬令营自主招生数学讲义（赵老师）

递推法专题

递推法是组合数学中的一个重要解题方法，许多问题通过递推法来解决就显得精巧简捷．鉴于这一方法在学习中的应用越来越广泛，掌握和运用这种方法，就显得更加重要．
递推方法问题主要有两类：一是问题中有明显的递推关系，重点在于递推关系的应用；二是问题中没有明显的递推关系，需要对已有条件进行变形或改变问题的有关形式而建立递推关系，将问题转化为第一类问题。本文重点探索第二类问题。
通过建立、研究递推关系Sk+1=f(Sk)，使问题得以解决的方法称为递推方法。

例1 平面上有n条直线，它们中任意两条都不平行，且任意三条都不交于一点。这n条直线可以把平面分割成多少个部分？
请看一个引起普遍关注的关于世界末日的问题。

例2 有这样一段关于“世界末日”的传说。在印度北部的一个佛教的圣庙里，桌上的黄铜板上，放着三根宝石针，每根长约0.5米。据说印度教的主神梵天在创造世界时，在其中的一根针上，自上而下由小到大放了六十四片金片。每天二十四小时内，都有僧侣值班，按照以下的规律，不停地把这些金片在三根宝石针上移来移去：每次只准移动一片，且不论在那根针上，较小的金片只能放在较大的金片上。当所有六十四片金片都从梵天创造世界时所放的那根针上移到另一根针上时，世界的末日就要到来。这虽是一个传说，但却引起人们的重视，大家都想知道僧侣移动完毕这六十四片金片需要多少时间。也就是说，人类在这个世界上还可以生存多少时间。

例3 有10级台阶，小王从下向上走，若每次只能跨一级或两级，他走上去共有多少种不同的走法？
追问：10级的情况可以一一列出，台阶数比较多的情况，怎么办？

提示：此即为斐波那契数列{ an}求通项的问题。

例4 同室4人各写一张贺年卡，先集中起来，然后每人从中拿一张别人送出的贺年卡，则4张贺年卡不同的分配方式共有(   ) 

（A）6种

  （B）9种

  （C）11种

 （D）23种

这里，我们引进一个概念：

设a1,a2,a3,…，an 是1，2，3，…，n的一个排列,如果ai
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i,(i=1,2,…，n),则称这种排列为一个错位排列（也称为更列）。

更列问题也可以形象地理解为：将1，2，3，…，n看成已经排好对的n个人，重新站队时，各人都不站在原来的位置上。

例5  A、B二人拿两颗骰子做抛掷游戏，规则如下：若掷出的点数之和为3的倍数时，原掷骰子的人再继续掷；若掷出的点数不是3的倍数时就由对方接着掷，第一次由A开始掷，求第5次仍由A掷的概率。

[image: image1.wmf]¹

例6 将一个四棱锥的每个顶点染上一种颜色，并使每一条棱的两端异色。如果只有5种颜色可供使用，那么不同的染色方法总数有多少种？

例7 设实数a,b,x,y满足方程组
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的值。

例8 设
[image: image4.wmf]n

a

为下列自然数N的个数：N的各位数字之和为n，且每位数字只能是1，3或4. 求证a2n是一个完全平方数。

例9 过平面上两点A、B分别有m、n条直线，问这m+n条直线最多可以把平面分成多少部分？（m和n均为正整数）

递推数列求通项问题

引例——斐波那契数列

假定一对兔子每隔一个月生一对一雌一雄的小兔子，每对小兔在两个月以后也开始生一对一雌一雄的小兔子，隔月一次。年初时兔房里有一对小兔（一雌一雄），问一年以后，兔房里有多少对兔子？

解：设第
[image: image5.wmf]n

个月初时兔房里有兔子
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第
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个月初时兔房里的兔子可分为两部分：一部分是第
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个月初时已经在兔房里的兔子，共有
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对，另一部分是第
[image: image11.wmf]2

+

n

个月初时新出生的小兔，共有
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这就是为广大中小学生所熟悉的斐波那契数列，它是递推数列的一个典型代表。

二、递推数列

（一）.递推数列的定义

斐波那契数列是递推数列的典型代表，其中(2)式称为递推式，也称递推关系，(1)式是初始条件，这二者是递推数列的必要构成条件。

一般地，我们把满足
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和初始值的数列
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阶递推数列。当递推关系的形式为
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时，数列
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称为
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阶常系数线性递推数列，其中
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，则递推关系(7)所确定的数列
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称为
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阶常系数齐次线性递推数列；否则，称递推关系(7)所确定的数列
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阶常系数非齐次线性递推数列。因此，斐波那契数列是一个2阶常系数齐次线性递推数列。

递推数列是数列中的一个重要类型，数学竞赛中的数列问题多与递推数列尤其是其通项有关，且问题多以递推式、不等式等形式出现，本文主要探讨递推数列通项的求法。

（二）递推数列求通项的常用方法

常见的求递推数列通项的方法有：

（1）迭代法：对所给的递推式进行适当的变形，以便能连续使用下标较小的项代替某些下标较大的项，最后在一般项与初始项之间建立某种练习，从而求通项。

（2）化归法：把不熟悉的问题转化为熟悉的问题解决是数学中处理问题的常用策略，最常见的是转化为等差或等比数列来解决问题。

（3）累加法：形如
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的递推式，其通项求法多采用累加法，具体操作见例题3。

（4）累乘法：形如
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的递推式，其通项求法多采用累乘法，具体操作见例题4。

（5）代换法：包括代数代换、对数代换、三角代换等。代换的优点在于可以使用一些原本并不明显的性质和运算。比如三角代换
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，代换后就可以使用三角函数的有关变换和性质。

（6）数学归纳法：在递推公式比较复杂，一般情形较难处理时，可以通过一般问题特殊化的思想，先通过简单情况的研究提出猜想，再用数学归纳法证明。

（7）不动点法：形如
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）的递推式，其通项求法可采用不动点法。

不妨称
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的根为上述数列的不动点， 若该数列有两个不动点
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（其中
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为待定常数），代入
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值。这样数列
[image: image40.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

-

-

m

l

n

n

a

a

是首项为
[image: image41.wmf]m

l

-

-

1

1

a

a

，公比为
[image: image42.wmf]A

的等比数列，于是可求得
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    若该数列只有一个不动点
[image: image44.wmf]l

，则可令
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的等差数列，于是可求得
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（8）特征根方法

引例中求斐波那契数列通项公式的方法称为特征根法。这是一种解常系数齐次线性微分方程时常用的方法，在求解线性递推数列通项时也经常使用。其中方程
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称为数列(7)的特征方程，对应的根称为数列
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的特征根。对
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阶常系数齐次线性递推数列(7)，设其特征根为
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这里
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都是常数，它们由初始值可以确定。

 特征根方法使用较多的是求二阶线性递推数列的通项问题。若递推数列
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的特征方程有两个不等实根（称为特征根）
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三、例题精讲

例1 已知数列
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例2  已知
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例3 在数列
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例4 设正数数列
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例5 数列
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证明：对每一个
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例6  数列
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 在数列
[image: image99.wmf]{

}

n

a

中，
[image: image100.wmf]=

1

a

1，
[image: image101.wmf]4

2

3

1

-

+

-

=

+

n

n

n

a

a

a

，求通项
[image: image102.wmf]n

a


例8 数列
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解析几何专题讲座

一 知识补充（部分）

1直线参数方程的标准式及其应用


[image: image106.wmf]î
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，（t为参数）

注意：t的几何意义

2圆锥曲线的焦半径公式及其应用

3 圆锥曲线的统一定义及其应用

平面内，到定点的距离与它到定直线的距离之比为一个常数e的点的轨迹。这里e∈（0，1）时轨迹是椭圆；e=1时轨迹是抛物线；e∈（1，+∞）时轨迹是双曲线。
4 圆锥曲线的极坐标方程
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二 几个问题

问题1：已知Q为抛物线
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上的动点，M（m , 0）为其对称轴上的点，试讨论|QM|的最小值，并指出何时取得该最小值。

变式：椭圆E：
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)上的点Q到其长轴上的点N（m ,o）的最小距离。

问题2  AB是过抛物线
[image: image113.wmf]px
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（p>0）的焦点F的动弦,该抛物线在A,B处的切线交于M，求动点M的轨迹。并将问题作进一步的推广。
推广：AB是过抛物线
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（p>0）的点（m,0）的动弦,该抛物线在A,B处的切线交于M，求动点M的轨迹。
问题3 直线
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的两条切线，切点分别为
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AB

，问：直线
[image: image121.wmf]AB

是否过定点？

问题4 求证椭圆的一条弦的两端与焦点所在的轴的端点连线的交点在准线上的充要条件是该弦过椭圆焦点

问题5 过抛物线
[image: image122.wmf]px
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（p>0）的焦点F的弦AB，A在准线上的射影为E，求证：BE过顶点O；并请将该命题推广到椭圆和双曲线情形

推广： 

问题6  圆锥曲线焦点三角形的一些性质

例题 
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[image: image124.wmf]2

2

a

x

+
[image: image125.wmf]2

2

b

y

=1 ( 
[image: image126.wmf]0

>

>

b

a

)的左右焦点，P是E上的动点，I是三角形
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的值。请把该结果推广到双曲线。

推广：对于双曲线……
三 经典题型

1. 已知椭圆
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的左右焦点分别为
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与
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，点P在直线l：
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2． 已知点P（1，2）既在椭圆
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内部（含边界），又在圆x2+y2=
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外部（含边界），若a,b∈R+,则a+b的最小值为_________.
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3. 在Rt△
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 EMBED Equation.3  [image: image139.wmf]4
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. 如果椭圆经过
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两点,它的一个焦点为
[image: image141.wmf]C

，另一个焦点F在边
[image: image142.wmf]AB

上. 如图，以CF所在直线为x轴，CF中点O为原点建立直角坐标系.

（Ⅰ）求出椭圆的标准方程.

（Ⅱ）设P为椭圆上的动点，是否存在定圆
[image: image143.wmf]1

C

，使得以PC为直径的圆
[image: image144.wmf]2

C

始终内切于圆
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C

，若存在，求出圆
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的方程，若不存在，说明理由.

4.  A、B为双曲线
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上的两个动点，满足
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为定值；（2）动点P在线段AB上，满足
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，求证：点P在定圆上.

5（2015全1-20）在直角坐标系xoy中，曲线C：y=
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x

与直线
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[image: image153.wmf]a

＞0)交与M,N两点，（Ⅰ）当k=0时，分别求C在点M和N处的切线方程；
（Ⅱ）y轴上是否存在点P，使得当k变动时，总有∠OPM=∠OPN？说明理由。
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2016年高校自主招生模拟试题

一、填空题

1. 函数
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2. 实数
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3. 已知三棱锥
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的所有顶点球O的球面上，
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是边长为1的正三角形，SC是球O的直径，且
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的交集所表示的图形面积为     
5．在圆周上随机取四点A、B、C、D，则线段AB与CD相交的概率是      ．

6. 设
[image: image165.wmf]O
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的内的一点，
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的轨迹所覆盖的平面区域的面积等于___________.

7．设函数
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8.设
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的值为________。
二、解答题

9.已知|z|＝1，求
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的最大值和最小值。
10.已知数列
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。试问，
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是等差数列吗？若是，请给予证明；否则，什说明理由。

11.由点M（4，t）向椭圆
[image: image185.wmf]1
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引切线MA和MB（A、B为切点），求三角形MAB的面积的最小值。
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